
D�epartement d'Informatique

Universit�e d'Orl�eans

Rapport de Stage
D.E.A. d'Informatique

Pr�esent�e par:

GOUMAIRI Abdelkhalek

soutenu le 8 septembre 1998

Th�eme

Simpli�cation de contraintes

sur les domaines �nis

Responsable du stage

Monsieur: Alexandre Tessier



Remerciements

Je remercie Monsieur Alexandre Tessier qui a accept�e de diriger ce stage.

Ses conseils, ses encouragements et sa gentillesse m'ont �et�e tr�es pr�ecieux du-

rant ce travail.

Je dois aussi exprimer toute ma gratitude �a Monsieur G�erard Ferrand,

Professeur �a l'universit�e d'Orl�eans. Je tiens �a le remercier pour sa grande

rigueur scienti�que et ses conseils �eclair�es qui m'ont fourni une aide d�eci-

sive. Sa grande culture scienti�que a souvent �et�e l'occasion de discussions

enrichissantes.

En�n, je d�edie ce stage �a tous les membres de ma famille, et plus partic-

uli�erement �a ma m�ere, �a qui l'ach�evement positif de longues ann�ees d'�etudes

lui tient le plus �a coeur.



Table des mati�eres

1 Introduction 5

2 Pr�eliminaires 8

2.1 programmtion logique par contraintes : : : : : : : : : : : : : : : : 8

2.2 Algorithme de Fourier : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10

2.3 Egalit�es implicites : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12

2.4 Rappels : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13

2.4.1 D�e�nitions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13

2.4.2 Programmation en nombres entiers : : : : : : : : : : : : : 16

3 Simpli�cation des Contraintes Arithm�etiques lin�eaires 24

3.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24

3.2 Classes de redondances : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

3.2.1 Tautologie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

3.2.2 Syntaxe redondance : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

3.2.3 Quasi-syntaxe redondance : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26

3.2.4 Hull redondance : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26

3.2.5 Facette redondance : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

3.2.6 Quasi-facette redondance : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28

3.2.7 Ind�ependante redondance : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31

3.2.8 Implicite redondance : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 32

3.3 Simpli�cation de la redondance via la transformation : : : : : : 33

3.4 Algorithme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35

3.5 Application �a l'�elimination de variable : : : : : : : : : : : : : : : : 37

4 Sorties dans CLP(R) 39

4.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 39

4.2 Contraintes lin�eaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40

4.2.1 �equations lin�eaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41

4.2.2 In�egalit�es lin�eaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41

4.3 Contraintes sur les Arbres (termes) : : : : : : : : : : : : : : : : : 48

3



4.4 Contraintes non lin�eaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50

4.5 Sommaire du module sortie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

4.6 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

5 Sorties dans les domaines �nis 52

5.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52

5.2 Elimination de contraintes redondantes : : : : : : : : : : : : : : : 53

5.3 Contraintes lin�eaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57

5.3.1 �equations lin�eaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59

5.3.2 In�egalit�es lin�eaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60

5.4 Contraintes non lin�eaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61

5.5 Sommaire du module sortie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61

6 Conclusion 63

Bibliographie 64



Chapitre 1

Introduction

Ce travail entre dans le cadre du projet ESPRIT DiSCiPl (Debugging

Systems for Contraints Programming).

Le stage est fait dans l'�equipe LOCO (commune �a l'INRIA et l'Universit�e

d'Orl�eans) qui est un des partenaires du projet ESPRIT DiSCiPl.

Dans plusieurs parties du projet, le probl�eme de visualisation d'un ensem-

ble de contraintes se pose. Ce probl�eme n'est pas nouveau, en e�et, il se pose

d�ej�a dans la r�ealisation de syst�eme CLP pour l'a�chage des r�eponses �a un

but: c'est le probl�eme de pr�esentation. Pour cela, dans le cadre du projet,

plusieurs solutions ont �et�e propos�ees, par exemple: outils graphiques, approxi-

mation des domaines, : : : etc. Ici, on a choisi la transformation en un ensemble

de contraintes �equivalent plus lisible.

L'une des tâches de l'�equipe LOCO dans le projet DiSCiPl est le diagnostic

d�eclaratif d'erreur (task T.WP2.1, d�eclarative debugging).

Lors d'une session de diagnostic d�eclaratif d'erreur l'outil peut-être amen�e

�a poser des questions �a l'utilisateur, par exemple de de la forme:

9 ~y C �! a? o�u

� C est une conjonction de contraintes.

� a est un atome du programme.

� et ~y sont les variables libres de C qui ne sont pas libres dans a.

L'objectif est de simpli�er (dans le sens rendre le plus simple �a compren-

dre, �a lire), la formule 9 ~y C. Pour cela , on peut �eliminer des variables

existentielles, �eliminer des contraintes redondantes et e�ectuer des transfor-

mations symboliques (plus pr�ecisement remplacement d'une formule par une

autre simple et �equivalente, en utilisant par exemple des techniques de d�emon-

sration automatique). Dans ce stage, on ne s'interesse qu'aux deux premiers
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points.

Exemple:

On consid�ere la formule 9 y C o�u C est l'ensemble de contraintes suivants:

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

0 � x

x � y

y � 5

x � 7

x = (3t� 4 + w)(3t+ 8� w)

On �elimine la variable auxiliaire entre la deuxi�eme et la troixi�eme con-

trainte, on obtient:

8>>>>><
>>>>>:

0 � x

x � 5

x � 7

x = (3t� 4 + w)(3t+ 8� w)

La contrainte x � 7 �etant redondante, on l'�elimine et on obtient:

8>><
>>:

0 � x

x � 5

x = (3t� 4 + w)(3t+ 8� w)

On e�ectue maintenant une transformation symbolique et obtient, par ex-

emple, la formule �nale simpli��ee:

8>><
>>:

0 � x

x � 5

x = (3t+ 2)2 � (6� w)2

La plate-forme du projet LOCO est Calypso (nouvelle version de CLP(FD)).

Calypso est un syst�eme de programmation logique avec contraintes sur les do-



maines �nis. Les deux plates-formes industrielles du projet (CHIP V5 et

Prolog IV) incluent �egalement des contraintes sur les domaines �nis.

Actuellement l'�etude de la simpli�cation de contraintes sur les domaines

�nis est quasi-inexistante contrairement aux domaines continus. C'est pour

ces raisons que ce stage s'int�eresse �a la simpli�cation de contraintes sur les

domaines �nis.

La particularit�e des domaines �nis est que toute variable x est enti�ere et �a

son domaine born�e : � � x � �, o�u � et � sont deux entiers naturels.

Dans un premier temps, on ne s'interesse qu'�a l'�etude th�eorique de la

simpli�cation de contraintes sur les domaines �nis. L'impl�ementation de

l'algorithme propos�e dans ce stage peut être le sujet d'un autre travail �a

compl�eter.

Le chapitre 2 a pour but de rappeler l'algorithme de Fourier, des r�esultats

concernant cet algorithme, des d�e�nitions de base et un rappel sur la pro-

grammation en nombre entier.

Le chapitre 3 a pour but de pr�eciser de mani�ere concise les di��erentes

sortes de redondances. Une transformation sera introduite pour simpli�er des

contraintes redondantes en d'autres qui sont simples �a d�etecter et ensuite �a

�eliminer.

Le chapitre 4 pr�esente le module sortie de CLP(R). Nous d�etaillerons

l'algorithme de Fourier ainsi que l'extension de cet algorithme dûe �a Cernicov.

Le chapitre 5 est une extension du chapitre 4, et pr�esente la sortie simpli��ee

d'un ensemble de contraintes sur les domaines �nis.



Chapitre 2

Pr�eliminaires

Ce chapitre a pour but de rappeller des notions de bases qui nous seront

utiles dans la suite.

2.1 programmtion logique par contraintes

La programmtion logique par contrainte a �et�e un des d�eveloppements ma-

jeurs dans la programmaton d�eclarative ces derni�eres ann�ees [10]. L'id�ee est

de combiner la programmation logique avec la r�esolution de contraintes sur des

domaines de calcul tels que l'arithm�etique lin�eaire, l'alg�ebre de Boole et les do-

maines �nis. Les di��erents syst�emes de programmation logique par contrainte

ont �et�e d�evelopp�es dans plusieurs langage de programmation, par exemple

Prolog II, Prolog III [4], CLP(R) [11], CHIP [17], prolog IV et CLP(FD) [9].

La programmation logique par contrainte a eu un grand succ�es dans beau-

coup d'applications pratiques, en particulier dans beaucoup de probl�emes

d'intelligence arti�cielle et de recherche op�erationnelle. La combinaison de

la programmation logique et la r�esolution de contraintes �etait une r�eussite

pour les deux. Du point de vue de la programmation logique, les techniques

de r�esolution de contraintes augmentent l'e�cacit�e des programmes logiques

et la puissance expressive. Les algorithmes e�caces de math�ematiques, in-

telligence arti�cielle ou recherche op�erationnelle peuvent être directement in-

troduits dans le langage de programmation logique. Du point de vue de la

r�esolution de contraintes, un langage de programmation d�eclarative de haut

niveau est disponible en plus du r�esolveur de contraintes. Cela signi�e que le

probl�eme �a r�esoudre peut être repr�esent�e d'une mani�ere naturelle et d�eclara-

tive. Le langage logique n'est pas seulement utilis�e pour g�en�erer les formules

de contraintes. Il nous permet aussi de r�esoudre des probl�emes qui ne �gurent

pas dans le cadre de la r�esolution de contraintes.
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L'id�ee g�en�erale de la r�esolution de contraintes est de calculer la forme r�e-

solue qui repr�esente toutes les solutions d'un ensemble de contraintes donn�ees.

Une des applications pratiques est la recherche de la solution optimale d'une

fonction sous des contraintes. Bien que l'optimisation ne rentre pas dans le

cadre de la programmation logique par contrainte originale, elle est pr�esente

dans beaucoup de syst�emes de programmation logique par contrainte exis-

tants.

Dans sa forme classique [11], un programme logique avec contrainte sur

une structure S consiste en un ensemble �ni de r�egles de la forme

p0(
!

t0) : �c1(
!

u1); : : : ; cm(
!

um); p1(
!

t1); : : : ; pn(
!

tn)

o�u les pi sont des symboles de pr�edicats di��erents des symboles de relations

dans S, cj sont des symboles d�enotant des relations dans S, et
!

ti,
!

uj sont

des tuples de termes de S avec des symboles de fonctions. La s�emantique

d�eclarative de telles r�egles est que la tête p0(
!

t0) est logiquement impliqu�ee par

la conjonction c1(
!

u1) ^ : : : ^ cm(
!

um)

^ p1(
!

t1) ^ : : : ^ pn(
!

tn) de toutes les contraintes cj(
!

uj) et tous les atomes pi(
!

ti) du

corps. Un but a la même forme qu'un corps de r�egle.

La s�emantique op�erationnelle est bas�ee sur deux composantes: Un r�e-

solveur de contraintes pour les S-relations et une adaptation de la m�eth-

ode de r�esolution du programme logique classique. Par exemple, du but

?- c(t1); p(t2) et la r�egle p(t3) : �d(t4); q(t5) on peut d�eriver le nouveau but ?-

R(c(t1); t2
:
= t3; d(t4)); q(t5) pourvu que la contrainte c(t1); t2

:
= t3; d(t4) soit solv-

able dans S et R(c(t1); t2
:
= t3; d(t4)) est sa forme r�esolue. La s�equence de d�eri-

vation consiste en une suite de buts avec contraintes satis�ables. C'est un

succ�es lorsque le dernier but contient seulement des contraintes. Elles sont

appel�ees des contraintes r�eponses et constituent la sortie du programme. Une

s�equence de d�erivation est �niment �echou�e si le dernier but n'est pas une

contrainte r�eponse et ne peut être d�evelopp�e.

On d�enote par, CLP(S) un langage CLP sur une structure S [11]. La

structure S peut contenir des domaines tr�es di��erents comme le corps des

r�eels, l'anneau des Bool�eens, les domaines �nis, mais elle doit toujours inclure

l'ensemble des termes de Herbrand et l'�egalit�e entre deux termes. Au passage

on peut noter que Prolog est en fait un langage CLP(S) simple, dont le do-

maine S est le domaine de Herbrand, et dont l'unique contrainte est l'�egalit�e

de deux termes.

Parmi les di��erents domaines de calcul �etudi�es, celui des domaines �nis

semble être le plus prometteur, car il est tr�es utile dans de nombreuses appli-

cations industrielles comme les probl�emes combinatoires, l'ordonnancement,



les optimisations de stocks, l'aide �a la d�ecision, les probl�emes bool�eens. Les

domaines �nis ont �et�e introduits en CLP par Pascal van Hentenryck dans

le langage CHIP vers la �n des ann�ees 80. Un domaine �ni est tout sim-

plement un ensemble de valeurs, num�eriques ou symboliques1, de cardinalite

�nie: exemple f1; 5; 7; 8g ou fblanc; noir; rougeg. Les contraintes propos�ees sont

des contraintes arithm�etiques lin�eaires ou non lin�eaires. Habituellement, les

contraintes sur les domaines �nis sont r�esolues par des techniques de consis-

tance locale combin�ees avec �enum�eration.

De nombreux probl�emes r�eels peuvent être exprim�es comme la recherche

d'une solution sur un domaine �ni. En g�en�erale dans des probl�emes de

recherche op�erationnelle et d'intelligence arti�cielle.

Ces probl�emes ont en commun un noyau central pouvant s'exprimer comme

la recherche d'une solution sur un domaine �ni d�e�ni par un ensemble de

contraintes.

2.2 Algorithme de Fourier

On veut connâ�tre la solubilit�e de P = fAx � bg, o�u A est une matrice m�n,

x un vecteur de n variables r�eelles et b un vecteur de constantes. Pour cela,

on va chercher �a �eliminer les di��erentes variables xi de P.

D�eroulement de l'algorithme:

Pour �eliminer xi de P, il faut former toutes les paires de contraintes de P

telles que xi apparâ�t dans ces contraintes avec des coe�cients de signe oppos�e.

Si de telles paires n'existent pas, c'est �a dire si tous les coe�cients de xi ont

le même signe, toutes les contraintes contenant xi peuvent être enlev�ees de P.

Sinon, on �elimine xi de P au moyen d'une combination lin�eaire �a coe�cient

positif sur chacune des paires. On obtient ainsi un nouveau syst�eme P 0, form�e

de contraintes de P ne contenant pas xi et �eventuellement des contraintes

obtenues par �elimination de xi. Cette op�eration est appel�ee �etape de Fourier,

et est not�ee P !F P 0.

Si toutes les variables xi peuvent être �elimin�ees de cette mani�ere sans

g�en�erer de contradiction, c'est �a dire une contrainte de la forme c < 0 o�u

c est un scalaire positif ou nul, alors P est soluble. Sinon P est insoluble.

Th�eor�eme 1 Soit x une variable et soit P un syst�eme d'in�egalit�es lin�eaires. Si on �elimine

x par P !F P 0 alors 9xP , P 0.

1On ne s'int�er�esse pas �a ce type de valeurs



D�emonstration De mani�ere �evidente P ) P 0, donc 8x P ) P 0, et comme x

n'apparâ�t pas dans P 0, (9x P ) ) P 0. On suppose maintenant que s est une

solution de P 0. On peut partitionner les contraintes de P contenant x sous

la forme li � x et x � rj. On a alors li(s) � rj(s) pour tout i et tout j et en

particulier maxili(s) � minjrj(s). Une solution de P est alors s augment�ee d'une

coordonn�ee correspondant �a x et ayant par exemple pour valeur maxili(s).

Ainsi P 0 ) 9xP . 2

Ainsi une �etape de Fourier calcule la projection du poly�edre repr�esent�e

par les in�egalit�es de P . Une cons�equence du th�eor�eme pr�ec�edent est que

l'algorithme de Fourier permet de d�eterminer la satis�abilit�e d'une conjonc-

tion d'in�egalit�es lin�eaires.

On a ainsi:

Th�eor�eme 2 Un ensemble d'in�egalit�es lin�eaires est incoh�erent si et seulement si il existe

une combinaison lin�eaire �a coe�cients positifs de contraintes de P, �eliminant toutes les

variables de P, et de la forme 0 � �jcj.

Exemple 1 Le syst�eme

8<
:

3x � 4

�2x � �5
est insatis�able, en e�et:

2� (3x � 4)

3� (�2x � �5)

0 � �7

Remarques

Une analyse simple de l'algorithme de Fourier montre facilement que le

nombre

d'in�egalit�es peut augmenter au cours de son d�eroulement. C'est pourquoi

la complexit�e au pire de cet algorithme est d�esastreuse. Le nombre de con-

traintes g�en�er�ees lors d'une �etape d'�elimination peut être tr�es important: si

les m contraintes de P sont �equitablement r�eparties en m/2 contraintes o�u

xi apparâ�t avec un coe�cient positif et m/2 contraintes �a coe�cient n�egatif,

le nombre de paires, et donc de contraintes g�en�er�ees, est �egal �a m2/4. Dans

le cas le pire, o�u cela serait �a chacune des n �etapes d'�eliminations, on ob-

tiendrait 4(m/4)2
n

contraintes �nales. La complexit�e de cet algorithme, �a la

fois en temps, et en occupation m�emoire est donc doublement exponentielle.

Pour se convaincre, le lecteur peut observer ce qui se passe si l'on applique

l'algorithme de Fourier sur un cocube f�x1 � x2 � : : :� xn � 1g.



Il faut cependant noter qu'une forte proportion des contraintes g�en�er�ees

par �elimination de variables sont redondantes. Une contrainte est dite redon-

dante par rapport �a un ensemble de contraintes P si elle est impliqu�ee par

P. Pour am�eliorer les performances de l'algorithme de Fourier, qui d�ependent

essentiellement du nombre de contraintes g�en�er�ees �a chaque �etape, on peut

envisager de supprimer les contraintes redondantes �a chaque �etape. Quelques

r�esultats concernant l'�elimination de la redondance sont pr�esent�es plus loin.

Mais auparavant est pr�esent�e un corollaire important du th�eor�eme de Fourier.

2.3 Egalit�es implicites

On peut avoir besoin de connâ�tre des informations plus pr�ecises que la

simple satis�abilit�e d'un ensemble de contraintes lin�eaires. C'est le cas en

particulier de la d�et�ermination des �egalit�es implicites.

D�e�nition 1 Une contrainte aix � �i dans P est une �egalit�e implicite si tout �el�ement

x de P satisfait aix = �i:

La d�et�ermination des �egalit�es implicites est un probl�eme classique et peut

être donn�ee par des techniques de programmation lin�eaire. Plus pr�ecisement

la contrainte aix � �i dans P est une �egalit�e implicite si et seulement si �i est

retourn�ee comme solution optimale par le programme lin�eaire minfaix j Ax �

bg. Le programme lin�eaire utilis�e pour identi�er les �egalit�es implicites peut

être execut�e en parall�ele. Il existe aussi des algorithmes pour identi�er toutes

les �egalit�es implicites utilisant un programme lin�eaire simple.

Dans [12], Lassez et Maher ont d�ecouvert une propri�et�e cach�ee de l'algorithme

de Fourier: il peut être aussi utilis�ee pour d�eterminer les �egalit�es implicites.

Ceci est d�emontr�e dans le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 3 Une in�egalit�e aix � �i dans un ensemble P est une �egalit�e implicite ssi

l'application de l'algorithme de Fourier g�en�ere une in�egalit�e de la forme 0 � 0 comme une

combinaison de contraintes de P contenant aix � �i.

Exemple 2

x + y � 4

�x � �2

�y � �2

0 � 0

En appliquant le th�eor�eme ci-dessus on obtient le syst�eme �equivalent:



x+ y = 4

x = 2

y = 2

La d�etection des �egalit�es implicites permet de simpli�er le syst�eme en cours.

De l'importance th�eorique de l'algorithme de Fourier on verra plus loin que ce

nouveau th�eor�eme peut être utilis�e pour des r�esultats concernant l'enveloppe

a�ne et les �egalit�es implicites.

2.4 Rappels

2.4.1 D�e�nitions

Le but de cette section est de rappeler des d�e�nitions qui nous seront

utiles pour la suite, ainsi que des notions sur la programmation en nombres

entiers.

Pour plus de d�etail, le lecteur peut se ref�erer �a [13] et [16].

On d�esignera par:

A une matrice m� n.

a un vecteur non nul de Rn.

b un vecteur de Rm.

x un vecteur de Rn.

� un scalaire.

D�e�nition 2 L'ensemble des points H = fx j ax = �g est appel�e Hyperplan.

L'hyperplan divise Rn en deux r�egions. Chaque r�egion est de la forme

fx j ax � �g.

D�e�nition 3 L'ensemble des points fx j ax � �g est appel�e demi-espace.

D�e�nition 4 L'ensemble des points P = fx j Ax � bg est appel�e Poly�edre.

L'ensemble poly�edre est l'intersection d'un nombre �ni de demi-espace.

Exemple 3 Soit P = fx+ y � 5;�x� y � �5;�3x + 2y � 20;�x+ 2y � 16g

Le poly�edre P �etant la demi droite d'origine le point (�2; 7) et qui est repr�esent�ee en

gras sur la �gure 2:1.



D�e�nition 5 L'enveloppe a�ne de P not�e E est le plus petit sous espace a�ne de Rn

contenant P.

Remarque

L'ensemble des �egalit�es implicites d�e�nies l'enveloppe a�ne.

D�e�nition 6 La dimension de P est la dimension de son enveloppe a�ne.

Exemple 4 On reprend l'exemple pr�ec�edent.

Le plus petit sous espace de R2 contenant le poly�edre P est la droite d'�equation

x+ y = 5. Par cons�equent l'enveloppe a�ne de P est la droite d'�equation x+ y = 5. (on

peut aussi remarquer qu'en faisant la somme des deux premi�eres contraintes, on obtient

0 � 0 et donc l'enveloppe a�ne de P est d�e�ni par x+ y � 5, �x� y � �5 qui se r�eduit

�a x + y = 5).



D�e�nition 7 Soit H un hyperplan tel que H\P se compose seulement de points fronti�eres2

de P alors: H est appel�e Hyperplan d'appui de P.

x+y=5
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Figure 2.1 : Exemple de poly�edre

Exemple 5 On reprend l'exemple pr�ec�edent.

L'hyperplan H d'�equation �x + 2y = 16 intersecte le poly�edre P au point (�2; 7) qui

repr�esente une fronti�ere de P. Par cons�equent H: �x+2y = 16 est un hyperplan d'appuie.

D�e�nition 8 si H est un hyperplan d'appuie et dim(H \ P ) = dim(E)� 1 alors

H \ P est appel�e facette de P.

2Fronti�ere au sens topologique.



Exemple 6 On reprend l'exemple pr�ec�edent.

L'hyperplan d'appuie H: �x + 2y = 16 intersecte le poly�edre P au point (�2; 7) qui

est de dimension 0. Or la dimension de l'enveloppe a�ne de P est 1. Donc la relation

dim(H \ P ) = dim(E) � 1 est bien v�eri��ee. Par cons�equent le point (�2; 7) repr�esente

une facette de P, c'est l'unique facette de P.

D�e�nition 9 On appelleHyperplan Correspondant �a la contrainte aix � �i, l'ensemble

des points d�e�nit par la contrainte aix = �i.

D�e�nition 10 La contrainte aix � �i dans P est dite redondante si P ne change pas

quand aix � �i est supprim�e, c'est-�a-dire, fx j Ax � bg = fx jajx � �j; j 6= ig.

La d�et�ermination des in�egalit�es redondantes est aussi un probl�eme classique et peut

être r�esolu par le programme lin�eaire maxfaixjajx � �j; j 6= ig qui indique que aix � �i

est redondante si et seulement si la valeur optimale retourn�ee est inf�erieure ou �egale �a �i.

Exemple 7 On reprend l'exemple pr�ec�edent.

La contrainte �x + 2y � 16 est redondante3, en e�et:

P = fx+ y � 5;�x� y � �5;�3x + 2y � 20;�x+ 2y � 16g

= fx+ y � 5;�x� y � �5;�3x + 2y � 20g

D�e�nition 11 L'enveloppe convexe d'un ensemble P de Rn, not�ee conv P est le plus

petit ensemble convexe contenant P .

2.4.2 Programmation en nombres entiers

Ce rappel concerne la r�esolution des programmes en nombres entiers, c'est-

�a-dire des probl�emes d'optimisation dans lesquels les variables sont astreintes

�a ne prendre que des valeurs enti�eres (ou certaines valeurs enti�eres). Il s'agit

l�a d'un des domaines les plus riches et les plus actifs de la programmation

math�ematique, et le volume de publications et de recherches qui lui ont �et�e

consacr�ees depuis les premiers travaux de Gomory (vers 1958) atteste la di�-

cult�e du sujet et l'importance des applications.

3Le type de la redondance sera pr�ecis�e plus loins.



Consid�erons le programme lin�eaire:

(PL)

8>>>>><
>>>>>:

Minimiser z = c:x:

Sous les contraintes :

A:x = b

x � 0

Tous les coe�cients cj (j = 1; : : : ; n), aij (i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n) et bi(i =

1; : : : ; m) sont suppos�es entiers.

D'autre part, pour simpli�er la pr�esentation, nous ferons l'hypoth�ese que

le poly�edre:

P = fx j x 2 Rn; Ax = b; x � 0g

est born�e et non vide.

La premi�ere id�ee qui vient �a l'esprit, lorsqu'on se trouve confront�e �a un

probl�eme en nombres entiers, est d'utiliser une m�ethode d'arrondi, par exem-

ple en rempla�cant, dans la solution optimale continue, chaque composante

fractionnaire par l'entier le plus proche.

Malheureusement, dans beaucoup d'exemple, on a montr�e clairement l'insu�sance

de telles m�ethodes ce qui a permis de mieux saisir la di�cult�e inh�erente aux

probl�emes de programmation en nombres entiers.

Les deux principales familles de m�ethodes actuellement connues pour r�e-

soudre les programmes lin�eaires en nombres entiers sont: les m�ethodes de

recherche arborescente (ou d'�enum�eration partielle) et les m�ethodes de coupes (ou

de troncatures). Pour des raisons de coût-e�cacit�e, on pr�ef�ere utiliser la deux-

i�eme m�ethode.

� Principe des m�ethodes de coupes

L'id�ee de base sur laquelle se fondent ces m�ethodes est la suivante.

On commence par r�esoudre le programme lin�eaire en continu (PL). Si la so-

lution optimale est un point extrême �a coordonn�ees enti�eres c'est termin�e.

Dans le cas contraire, il est facile de voir que l'on peut toujours tron-

quer le domaine des solutions (en rajoutant une contrainte suppl�ementaire au

probl�eme) de fa�con �a �eliminer ce point extrême sans exclure aucune solution

enti�ere. Une telle contrainte est appel�ee une coupe (on dit encore: une tron-

cature).

Exemple 8 On consid�ere:



P = fx 2 R2
+ j Ax � bg

A =

0
BBBBB@

3 �4

0 �2

�6 �4

�4 3

1
CCCCCA
, b =

0
BBBBB@

�7

�5

�25

�11

1
CCCCCA

La droite repr�esent�ee sur la �gure 2:2 repr�esente une coupe.
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Figure 2.2 : Exemple de coupe

Apr�es avoir rajout�e une coupe (ou �eventuellement plusieurs) le programme

lin�eaire augment�e des contraintes correspondantes est �a nouveau r�esolu (en

continu) par la m�ethode du simplexe [19].

Si la solution optimale de ce nouveau probl�eme est enti�ere, c'est t�ermin�e:

on a obtenu une solution optimale du probl�eme en nombres entiers. Sinon, le

raisonnement pr�ec�edent peut être r�ep�et�e: on recherchera une nouvelle coupe

(�eventuellement plusieurs) que l'on rajoutera �a l'ensemble des contraintes;

puis le programme lin�eaire ainsi augment�e sera optimis�e �a nouveau, etc.

Si les coupes sont correctement choisies �a chaque �etape, le poly�edre initial P

sera ainsi progressivement r�eduit jusqu'�a co��ncider avec l'enveloppe convexe

des solutions enti�eres, au moins au voisinage de la solution optimale. La

solution continue du probl�eme augment�e deviendra alors enti�ere et le probl�eme

sera r�esolu.

Il est clair, cependant, que le choix des coupes est d�et�erminant pour la

convergence de la m�ethode. Si par hasard, on choisi comme coupe les con-



traintes qui d�e�nissent l'enveloppe convexe des solutions enti�eres du prob-

l�eme, on obtient directement l'optimum entier comme solution continue du

programme lin�eaire augment�e avec ces coupes. Malheureusement et c'est l�a

la di�cult�e essentielle, on ne connâ�t pas de m�ethode syst�ematique pour en-

gendrer toutes les �equations ou in�equations d�e�nissant l'enveloppe convexe

des points entiers contenus dans un poly�edre convexe donn�e. Elles peuvent

d'ailleurs être en nombres �enorme. Par cons�equent engendrer toutes les faces

de l'enveloppe convexe des points entiers serait coûteux et super
u: pour la

plus part ces contraintes ne seraient pas actives et ne contribueraient en rien

�a d�e�nir l'optimum entier.

C'est pourquoi, un des r�esultats les plus importants en programmation en

nombres entiers a �et�e la mise en �evidence (Gomory 1958) de coupes d'un type

particulier permettant, moyennant certaines pr�ecautions, d'obtenir la conver-

gence de la m�ethode.

�Coupes de Gomory

Consid�erons le programme lin�eaire continu:

(PL)

8>>>>><
>>>>>:

Minimiser z = c:x:

Sous les contraintes :

A:x = b

x � 0

avec B matrice de base optimale (sous-matrice carr�ee r�eguli�ere extraite de A).

Puisque les coe�cients de A sont entiers, D = jdet(B)j est entier. D'autre

part, en pr�emultipliant le syst�emeA:x = b par B�1, toute variable de base xi

(i 2 I=ensemble des indices des variables de base) peut s'exprimer en fonction

des variables hors base xj(j 2 J = ensemble des indices des variables hors base)

par:

(1) xi =
�i
D
�
P

j2J
�ij

D
:xj

o�u les coe�cients �i et �ij sont entiers.

On rappelle que la solution de base correspondant �a la base B est:



xj = 0 (8j 2 J) et xi =
�i
D

(8i 2 I):

Puisque l'on se place dans le cas o�u la solution optimale n'est pas enti�ere,

une des variables de base, xi par exemple, est fractionnaire.

Exprimons le fait que l'on recherche une solution dans laquelle la variable

xi est enti�ere: Cette condition fournit avec l'�equation (1), l'�equation de con-

gruence:

(2)
P

j2J �ijxj � �i (mod D).

On remarque que l'on obtient une �equation de congruence �equivalente en

multipliant les deux membres de (2) par un même nombre entier �, premier

avec D:

(3)
P

j2J(��ij)xj � (��i) (mod D).

Pour un entier relatif quelconque y, notons jyjD le repr�esentant de y dans

[0,D-1] modulo D.

En posant alors: fj = j��ijjD (pour j 2 J) et : f0 = j��ijD, on d�eduit de (3)

qu'il existe un entier s tel que

P
j2J fjxj = f0 + sD.

Si s est n�egatif, f0 + sD est n�ecessairement n�egatif, ce qui contredit le fait

que fj � 0 et xj � 0. Donc s est un entier positif ou nul, et l'in�equation:

(4)
P

j2J fjxj � f0.

est n�ecessairement v�eri��ee par toute solution dans laquelle la variable xi est

enti�ere.

Par ailleurs, on observe que cette in�equation n'est pas v�eri��ee par la solu-

tion de base courante puisque celle ci est d�e�nie par:



xj = 0 8j 2 J:

L'in�equation (4) constitue donc bien une coupe.

�M�ethode de congruences d�ecroissantes

Plutôt que de r�eoptimiser compl�etement le probl�eme chaque fois que l'on

rajoute une coupe, une autre id�ee consiste �a e�ectuer une seule it�eration de

l'algorithme dual du simplexe.

Supposons que l'on rajoute une coupe de la forme (4):

P
j2J

fj

D
:xj �

f0
D
.

d�eriv�ee de l'�equation:

(1) xi =
�i
D
�
P

j2J
�ij

D
:xj

La premi�ere it�eration de l'algorithme dual du simplexe conduit �a pivoter

sur un �el�ement fj0=D 6= 0 (j0 2 J est l'indice de la variable qui rentre en base).

Le d�et�erminant D' de la nouvelle matrice de base est alors:

D0 = D � fj0

D
= fj0 � D � 1

Si apr�es avoir e�ectu�e ce pivot, la solution obtenue n'est toujours pas en-

ti�ere, en �ecrivant la condition d'int�egrit�e d'une variable de base on obtiendra

alors une �equation de congruence du même type que (2) mais dans un groupe

d'ordre D' strictement inf�erieur �a D.

On voit donc qu'en r�ep�etant l'op�eration qui consiste �a :

� ajouter une coupe traduisant l'int�egrit�e d'une variable de base,

� e�ectuer une �etape de l'algorithme dual,

on arrive n�ecessairement, en un nombre �ni d'�etapes, �a une solution enti�ere,

duale r�ealisable.

C'est la m�ethode dite des congruences d�ecroissantes; elle permet donc �a

partir de toute solution non enti�ere duale r�ealisable, d'obtenir en un nombre

�ni d'�etapes une solution enti�ere duale r�ealisable. De plus, la m�ethode est tr�es

e�cace car on constate exp�erimentalement que le nombre d'�etapes n�ecessaire



est en moyenne de l'ordre de log2D lorsqu'on choisit dans (3) le coe�cient �

donnant �a f0 sa valeur maximale.

L'algorithme de coupes par la m�ethode des congruences d�ecroissantes est

le suivant:



Algorithme de coupes par la m�ethode des congruences d�ecroissantes

Etape 1 R�esolution du probl�eme (PL) en continu par l'algorithme du sim-

plexe. Si la solution obtenue est enti�ere, FIN. Sinon:

Etape 2 (R�eduction du probl�eme).

Rechercher (par un proc�ed�e heuristique) une bonne solution enti�ere. Si l'on

n'en trouve pas, aller �a l'�etape 3. Sinon soit ẑ la valeur de cette solution. La

fonction objectif s'�ecrit sous forme canonique relativement �a la base optimale:

z = z0 +
P

j2J cjxj

(o�u z0 est la valeur de l'optimum continu et J l'ensemble des indices des vari-

ables hors base). On a donc 8j 2 J : cj � 0.

Alors toute variable xj telle que:

cj > ẑ - z0

doit être nulle dans une solution optimale et peut, par cons�equent, être �elim-

in�ee du probl�eme.

Etape 3 Soit J 0 = fj 2 J j cj = 0g:

Si la valeur z0 est enti�ere et si J 0 6= ;, aller �a l'�etape 5. Sinon rajouter des

coupes par la m�ethode des congruences d�ecroissantes jusqu'a ce que le prob-

l�eme augment�e ait une solution enti�ere (duale r�ealisable).

Si cette solution est aussi primale r�ealisable(c'est-�a-dire si xj � 0 pour toutes

les variables j) alors c'est une solution optimale du probl�eme. FIN.

Sinon:

Etape 4 R�esolution du probl�eme augment�e en continu par l'algotithme dual du

simplexe.

Si l'optimum obtenu est entier, c'est une solution optimale du probl�eme

FIN.

Sinon, aller �a l'�etape 3 (apr�es avoir �eventuellement �elimin�e un certain nombre

de contraintes de coupes non actives).

Etape 5 Rechercher par �enum�eration (implicite) une solution enti�ere de Ax = b

avec xj = 0 pour j 2 J � J 0.

S'il en existe une, c'est une solution optimale du probl�eme. FIN.

Sinon on rajoute la coupe:
P

j2J�J 0 xj � 1.

E�ectuer une premi�ere it�eration de l'algorithme dual en pivotant sur cette

contrainte et retourner �a l'�etape 3.



Chapitre 3

Simpli�cation des Contraintes

Arithm�etiques lin�eaires

Ce chapitre est une synth�ese de [13].

Le probl�eme de la redondance des contraintes arithm�etiques lin�eaires est un

des probl�emes de la recherche op�erationnelle et de l'int�eligence arti�cielle. Sa

particularit�e importante est dans l'impl�ementation des langages de program-

mation logique. Dans ce chapitre les contraintes redondantes sont class�ees

selon leur propri�ete g�eometrique, le coût de d�etection et le potentiel pour

l'�elimination en parall�ele. On introduit une transformation pour simpli�er

des classes de contraintes redondantes en d'autres classes de contraintes redon-

dantes qui sont simples �a d�et�ecter et ensuite �a �eliminer. On utilise la m�ethode

de Fourier pour l'�elimination de variables comme un test pour l'importance

de cette approche.

3.1 Introduction

Ainsi qu'on l'a mentionn�e dans le chapitre pr�ec�edent, l'algorithme de

Fourier se caract�erise par la taille potentiellement tr�es importante de son r�e-

sultat. Ceci se traduit par un grand nombre de contraintes redondantes. Le

probl�eme est illustr�e par la table suivante emprunt�ee �a [13]:
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Nombre

de

variable

�elimin�e

Nombre de con-

trainte g�en�er�ee

Nombre de con-

traintes

�equivalentes

0 32 18

1 226 40

2 12.744 50

3 39.730.028 19

4 390.417.582.083 2

La colonne du milieu nous montre la taille de la sortie quand la m�ethode de

Fourier est utilis�ee pour �eliminer entre 1 et 4 variables d'un ensemble initial

de 32 contraintes. Alors que la colonne de droite donne la taille minimum

d'une sortie �equivalente.

3.2 Classes de redondances

Dans ce paragraphe on d�e�nit des classes de redondances. Ces classes

couvrent tous les cas de redondances d'une contrainte dans un ensemble.

3.2.1 Tautologie

D�e�nition 12 Une tautologie est une contrainte qui a la forme 0 � �, o�u � est un

scalaire non n�egatif.

Exemple 9 0 � 1 est une tautologie

Les tautologies sont les cas les plus triviaux de redondances. L'ind�ependance

entre les contraintes redondantes, permet de les d�etecter et les �eliminer en par-

all�ele.

3.2.2 Syntaxe redondance

D�e�nition 13 La contrainte aix � �i est syntaxiquement redondante dans le sys-

t�eme Ax � b si pour un j 6= i les contraintes aix � �i et ajx � �j d�e�nissent le même

demi-espace. Alg�ebriquement aix � �i est une multiple scalaire positive de ajx � �j:

Exemple 10 Soit P = fx+ y � 1; 2x+ 2y � 2g.

Les deux contraintes dans P sont syntaxiquement redondantes .



La redondance syntaxique est d�etermin�ee facilement par le test: Une con-

trainte est une multiple scalaire positive d'une autre.

Elle peut être �elimin�ee par un degr�e de parall�elisme. Parmi un ensemble de

contraintes redondantes (syntaxiques entre elles), une doit être arbitrairement

retenue.

3.2.3 Quasi-syntaxe redondance

D�e�nition 14 La contrainte aix � �i est Quasi-syntaxiquement redondante dans

le syst�eme Ax � b s'il existe une contrainte ajx � �j o�u j 6= i telle que:

ajx = �j est parall�ele �a aix = �i. Alg�ebriquement il existe un scalaire positif 
 tel que:

ajx = 
aix et �j < 
�i.

Remarque:

Cette d�e�nition peut être aussi formul�ee comme suit:

Une contrainte c 2 C est dite quasi syntaxiquement redondante si pour un

c0 2 C et un ", c = c0 + (0 � ").

Exemple 11 Soit P = fx+ y � 1; x+ y � 2; 2x+ 2y � 6g. (voir �gure 3:1)

Les deux droites x+y = 1 et 2x+2y = 6 sont parall�eles. Par cons�equent la contrainte

2x+ 2y � 6 est Quasi-syntaxiquement redondante. De même la contrainte x + y � 2 est

Quasi-syntaxiquement redondante.

En pratique, la redondance Quasi-syntaxique est d�et�ermin�ee avec le même

crit�ere que la redondance syntaxique. D'un autre cot�e, toutes les contraintes

redondantes Quasi-syntaxique peuvent être �elimin�ees simultan�ement.

3.2.4 Hull redondance

D�e�nition 15 La contrainte aix � �i est Hull redondante dans le syst�eme Ax � b si

son hyperplan correspondant est parall�ele �a l'envellope a�ne de l'ensemble poly�edre.

Exemple 12 Soit P = f�x + y � z � 0; x� y + 2z � 0;�x+ y � 3z � 0; x� y � 1g.

(voir �gure 3:2)

� L'enveloppe a�ne de P est E = fx = y; z = 0g, en e�et:

On note respectivement par c1, c2, c3, c4, les 4 contraintes de P. La combinaison

c1 + 2c2 + c3 donne 0 � 0. Donc c1, c2, c3 sont des �egalit�es implicites, par cons�equent E

est donn�e par le syst�eme P = f�x + y � z = 0; x � y + 2z = 0;�x + y � 3z = 0g, qui

admet pour solution x = y; z = 0.
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Figure 3.1 : Redondance quasi-syntaxique

� Le plan x� y = 1 est parall�ele �a E.

Par cons�equent la derni�ere contrainte est hull redondante dans P.

G�eom�etriquement, la hull redondance ne contribue pas �a la d�e�nition des

facettes. La d�etection des contraintes de cette classe n�ecessite la connâ�ssance

de l'enveloppe a�ne de P. L'ind�ependance entre les contraintes redondantes,

permet de les d�etecter et les �eliminer en parall�ele.

3.2.5 Facette redondance

D�e�nition 16 La contrainte aix � �i est facette redondante dans le syst�eme Ax � b

s'il existe une autre contrainte ajx � �j o�u j 6= i tel que les hyperplans aix = �i et

ajx = �j d�et�erminent la même facette de l'ensemble poly�edre P.

Exemple 13 Soit P = fx+ y � 5;�x� y � �5;�3x+ 2y � 20;�x+ 2y � 16g.

(voir �gure 3:3)

� La seule facette de P est le point fx = �2; y = 7g, en e�et:

L'hyperplan d'appuie H: �x + 2y = 16 intersecte le poly�edre P au point (�2; 7) qui est

de dimension 0. Or la dimension de l'enveloppe a�ne E = fx + y = 5g est 1. Donc

la relation dim(H \ P ) = dim(E) � 1 est bien v�eri��ee. Par cons�equent le point (�2; 7)

repr�esente une facette de P.
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Figure 3.2 : Hull redondance

� La droite d'�equation �3x+ 2y = 20 intersecte la droite d'�equation �x+ 2y = 16 au

point (�2; 7) qui est une facette de P.

Par cons�equent la contrainte �3x+ 2y � 20 est facette redondante dans P. De même

la contrainte �x + 2y � 16 est facette redondante.

La det�ermination de la facette redondance n�ecessite des techniques de pro-

grammation lin�eaire. G�eom�etriquement, on voit que de telles contraintes ne

peuvent être �elimin�ees en parall�ele.

3.2.6 Quasi-facette redondance

D�e�nition 17 La contrainte aix � �i est quasi-facette redondante dans le sys-

t�eme Ax � b si l'intersection entre son hyperplan correspondant et l'enveloppe a�ne

de l'ensemble poly�edre est parall�ele �a une facette de l'ensemble poly�edre.

Exemple 14 Soit P = fx+ y � 5;�x� y � �5;�x + 2y � 16;�x + y � 15g.

(voir �gure 3:4)

� La facette de P est le point (�2; 7) (même raisonnement que l'exemple pr�ec�edent )

� L'intersection entre �x + y = 15 et l'enveloppe a�ne de P, E = fx+ y = 5g est le

point (�5; 10) qui est parall�ele �a la facette de P.

Par cons�equent la contrainte �x + y � 15 est Quasi-facette redondante dans P.

L'identi�cation de cette classe de redondance, n�ecessite la connâ�ssance de

l'enveloppe a�ne de P et de ses facettes. L'ind�ependance entre les contraintes
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redondantes, permet de les d�etecter et les �eliminer en parall�ele.

3.2.7 Ind�ependante redondance

D�e�nition 18 la contrainte aix � �i est ind�ependante redondante dans le syst�eme

Ax � b si son hyperplan correspondant intersecte l'enveloppe a�ne de l'ensemble poly�edre

mais l'intersection ne contient aucune facette de ce poly�edre.

Exemple 15 Soit P = f�x + y � 0; x+ y � 4;�x+ 2y � 2; y � 3g.

(voir �gure 3:5)
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Figure 3.5 : Ind�ependante redondance

� l'enveloppe a�ne de P �etant le plan (car c'est le plus petit espace contenant le

poly�edre P).

� L'intersection entre l'enveloppe a�ne de P et la droite d'�equation �x + 2y = 2 est

cette droite elle même.



� Les facettes de P sont les deux demi droite d'origine (2; 2) repr�esent�ees sur la �gure

ci-dessus.

Donc l'hyperplan �x + 2y = 2 intersecte l'enveloppe a�ne de P et cette intersection

ne contient aucune facette de P. Par cons�equent la contrainte �x+2y � 2 est redondante

ind�epandante. De même la contrainte y � 3 est redondante ind�epandante.

L'identi�cation de cette classe de redondance, n�ecessite des techniques de

programmation lin�eaire.

3.2.8 Implicite redondance

Consid�erons P = fx + y + z � 4;�x� y + z � �4;�x� z � 0; x� z � 0g.

Aucune des contraintes n'est redondante. Cependant chaque contrainte est

une �egalit�e implicite, en e�et la combinaison c1+c2+c3+c4 des 4 contraintes de

P, donne 0 � 0. Par cons�equent on a : P = fx+y+z = 4;�x�y+z = �4;�x�z =

0; x � z = 0g qui est tout simplement r�eduit �a l'ensemble fx = 0; y = 4; z = 0g.

Donc, dans cet exemple on voit qu'il y a une certaine notion de redondance

qui apparâ�t seulement lorsque les in�egalit�es sont remplac�ees par des �egalit�es,

en e�et les 3 contraintes x+ y + z = 4;�x� y+ z = �4;�x� z = 0, par exemple,

donne le même ensemble fx = 0; y = 4; z = 0g. Autrement dit x� z = 0 est une

contrainte redondante dans P.

D�e�nition 19 On dit qu'une contrainte non redondante aix � �i est implicite redon-

dante si et seulement si aix = �i est une contrainte redondante.

Comment peut on caract�eriser les contraintes qui ont cette forme implicite

de redondance ? Consid�erons le syst�eme fEx = c; Ax � bg o�u Ex = c est

l'ensemble des �egalit�es. Dans [13] Jean-Louis lassez et Ken McAloon ont

prouv�e le th�eor�eme suivant et son corollaire:

Th�eor�eme 4 Si on remplace toutes les �egalit�es implicites aix � �i par aix = �i dans

le syst�eme fEx = c; Ax � bg, alors de telles �egalit�es sont redondantes dans le nouveau

syst�eme.

Corollaire 1 Une contrainte est redondante implicite si et seulement si c'est une �egalit�e

implicite.

Remarque:

Une cons�equence importante de ce corollaire est que pour �eliminer les

contraintes redondantes implicites, il est n�ecessaire de calculer l'enveloppe

a�ne. C'est le but de la section suivante:



3.3 Simpli�cation de la redondance via la transfor-

mation

Dans ce paragraphe, on d�e�nit la transformation appel�ee la Hull trans-

formation qui transforme des classes de redondance en d'autres plus simples

�a d�et�ecter. Par exemple la hull redondance qui initialement demande des

techniques de programmation lin�eaire pour être identi��ee est transform�ee en

tautologie, trivial �a d�et�ecter et �a �eliminer. De même, la facette redondance

est transform�ee en redondance syntaxique. Cette transforation r�eduit le coût

d'identi�cation et d'�elimination des contraintes redondantes et assure que le

reste des contraintes redondantes peuvent être �elimin�ees en parall�ele. Le coût

de la transformation est li�e au calcul des �egalit�es implicites. Avant de d�e�nir

la transformation on rappelle quelques d�e�nitions utiles pour la suite.

D�e�nition 20 L'ensemble y = Ex d'�equations lin�eaires est dit sous forme r�esolue si

chaque �egalit�e dans y = Ex est dans la forme standard yi = aix + ci , o�u yi est appel�ee

variable li�ee et chaque �el�ement xj du vecteur x est appel�ee param�etre. Les vecteurs x et y

n'ont pas d'�el�ement commun.

D�e�nition 21 Soit P l'ensemble poly�edre d�e�ni par fAx � b; y = Exg. Alors si y = Ex

d�e�ni l'enveloppe a�ne de P dans sa forme r�esolue, on appelle Ax � b, la repr�esenta-

tion param�etrique de P.

Comment obtenir la repr�esentation param�etrique de P ?

On extrait d'abord toutes les �egalit�es implicites de Ax � b, on calcule

alors l'enveloppe a�ne utilisant ces �egalit�es et on �ecrit la repr�esentation de

l'enveloppe a�ne dans sa forme r�esolue y0 = E 0x0. Finalement on �elimine toutes

les variables li�ees des contraintes restantes dans Ax � b. On obtient alors un

nouveau syst�eme A0x0 � b0 et x0 une variable libre. Par cons�equent, A0x0 � b0

est la repr�esentation param�etrique de P. Ce processus est appel�e Hull trans-

formation. On note que la repr�esentation param�etrique de P n'est pas unique

du fait qu'elle d�epend des variables li�ees choisies.

Pour bien illustrer la hull transformation, voyons un exemple :

Soit P le poly�edre d�e�ni par les in�egalit�es suivantes:

C1 : �x + y � z � 0 (implicite redondante)

C2 : x� y + 2z � 0 (implicite redondante)



C3 : �x + y � 3z � 0 (implicite redondante)

C4 : 2x+ y � 4z � 18 (facette redondante)

C5 : �x + 2y + z � 6 (facette redondante)

C6 : �x + y � z � �4 (quasi� facette redondante)

C7 : x� y � 1 (hull redondante)

C8 : �x � �2

En appliquant l'algorithme de Fourier, on voit bien que les trois in�egalit�es

c1, c2, c3 sont des �egalit�es implicites (la simple combinaison c1 + 2c2 + c3 donne

0 � 0). L'enveloppe a�ne de P est E = fc1; c2; c3g = fy = x; z = 0g et y et z sont

des variables li�ees.

Eliminons y et z des contraintes restantes on obtient un nouvel ensemble

d'in�egalit�es qui est la repr�esentation param�etrique de P :

C 0

4 : 3x � 18 (syntaxiquement� redondante)

C 0

5 : x � 6 (syntaxiquement� redondante)

C 0

6 : �4x � �4 (quasi� syntaxiquement redondante)

C 0

7 : 0 � 1 (tautologie)

C 0

8 : �x � �2

On peut alors constater que les contraintes facettes redondantes c4 et c5

sont transform�ees en contraintes redondantes syntaxiques c04 et c05, la con-

trainte quasi-facette redondante c6 est transform�ee en contrainte quasi syn-

taxiquement redondante c06 et la contrainte hull redondante c7 est transform�ee

en tautologie c07. Apr�es l'�elimination de toutes les contraintes redondantes, on

obtient l'ensemble �nal:

E1 : y = x

E2 : z = 0

C5 : x � 6

C8 : �x � �2

Dans [13], Jean Louis Lassez et Ken McAloon ont montr�e le th�eor�eme

suivant:



Th�eor�eme 5 Soit T la hull transformation qui transforme les classes de redondances en

classes de redondances, alors on a:

(1) T : hull redondance! tautologie

(2) T : facette redondance! syntaxique redondance

(3) T : quasi� facette redondance! quasi� syntaxique redondance

(4) T : redondance implicite! egalite redondante

3.4 Algorithme

Dans ce paragraphe, on d�ecrit un algorithme qui est bas�e sur la hull

transformation pour la suppression des contraintes redondantes. Il utilise 3

proc�edures pr�ed�e�nies:

� La premi�ere est une boite noire pour la r�esolution de probl�emes de pro-

grammation lin�eaire appel�ee min ou max qui accepte une fonction objective

avec un ensemble de contraintes et qui retourne une valeur optimale si elle

est �ni ou retourne �1 si la valeur optimale est illimit�ee.

� La deuxi�eme est appel�e Gauss-Jordan qui prend un ensemble d'�egalit�es

comme param�etre et les retourne en forme de lignes �echelonn�ees apr�es l'�elimination

de Gauss-Jordan.

� La troixi�eme appel�ee Eliminate Bound variables est auto explicative. (car

c'est juste une substitution)

On suppose que les tautologies ont �et�e suprim�ees apr�es que toutes les

variables li�ees aient �et�e �elimin�ees. Les redondances syntaxiques et quasi-

syntaxiques sont �elimin�ees dans la proc�edure Remove Syntactic Redundancy.

Pour chaque contrainte aix � �i dans P, on associe une variable bool�eene ap-

pel�ee redundanti qui est utilis�ee pour indiquer si la contrainte est redondante.

L'algorithme est le suivant:

Procedure Parametric hull Representations (fAx � b; y = Exg);

/� m is the number of contraints in (fAx � bg) �/

For all 1 � i � m do in parallel

If (min faix : Ax � bg = �i)

Then redundanti = true /� aix � �i is an implicit equality �/

Else redundanti = false

End Sync;

fy0 = E 0x0g) =Gauss Jordan (faix � �i : redundanti = true; y = Exg);



fA0x � b0g= Eliminate Bound variables (faix � �i : redundanti = false; y0 =

E 0x0g);

Return (fA0x0 � b0; y0 = E 0x0g);

Procedure Remove syntaxic redandancy (fAx � bg);

/� m is the number of contraints in (fAx � bg �/

/�
 is a positive scalar �/

For i = 1 to m� 1 do

If(not redundanti)

Then Forall i+ 1 � j � m do in parallel

If(not redundanti) and (ajx = 
aix) and (
 > 0)

Then If (�j < 
�i)

Then redundanti = true /� faix � �i is redundant� /

else redundantj = true /� fajx � �j is redundant�/

End Sync;

End For;

Return (faix � �i : redundanti = falseg);

Procedure remove Independent redundancy (fAx � b);

/� m is the number of contraints in (fAx � bg �=

For all 1 � i � m do in parallel

If (max faix : ajx � �j; j 6= ig � �i)

Then redundanti = true /� aix � �i is redundant� /

Else redundanti = false

End Sync;

Return (faix � �i : redundanti = falseg);

Procedure Remove Redundancy (fAx � b; y = Exg);

/� Transform fAx � bg into a parametric representation �/

(fA1x
0 � b1; y

0 = E 0x0g) = Parametric Hull Representations (fAx � b; y = Exg);

/� Remove syntactic and quasi syntactic redundancy �/

fA2x
0 � b2g = Remove syntactic redundancy (fA1x

0 � b1g);

/� Remove independant redundancy �/

(fA0x0 � b0g) = Remove Independent Redundancy (fA2x
0 � b2g);

Return (fA0x0 � b0; y0 = E 0x0g);



3.5 Application �a l'�elimination de variable

On applique l'algorithme de Fourier pour l'�elimination des variables.

Comme c'�etait d�ej�a cit�e, l'algorithme de Fourier g�en�ere beaucoup de con-

traintes redondantes qui n'int�er�essent pas l'utilisateur. Cette �etude rel�eve

de l'impl�ementation de langage de programation logique par contrainte qui

emploi les m�ethodes de Fourier.

Dans [13], Jean Louis lassez et Ken McAloon ont propos�e l'algorithme

suivant pour l'�elimination de variables.

Le programme prend comme entr�ee Ax � b qui d�e�nit le poly�edre P et

retourne un nouvel ensemble de contraintes apr�es l'�elimination des variables

sp�eci��ees par la m�ethode de Fourier. Ce nouvel ensemble de contraintes d�e�nit

le poly�edre P 0 qui est la projection de P. Chaque fois qu'une variable est

�elimin�ee, il y a une suppression de la redondance associ�ee.

Transform the initial set of contraints into a parametric representation in parallel

Remove tautologies, syntaxic and quasi syntaxic redandancy

Remove independent redundancy in parallel

For each variable to be eliminated do

Apply Fourier's method to eliminate the variable

Remove tautologies, syntaxic and quasi syntaxic redandancy

Remove independent redundancy in parallel

End for

Figure 3.6 : Elimination de contraintes redondantes

Une application de cet algorithme est r�esum�e dans la table1 suivante:

Le nombre de processeurs utilis�es dans cet exemple est 624.

1Pour tout d�etail, le lecteur peut se ref�erer �a [13].



Nombre de contraintes initiales 8 16 32

Nombre de variables �elimin�ees 2 3 4

Nombre de contraintes potentielle-

ment g�en�er�ees par l'algorithme de

Fourier

60 258.597 390.417.582

Nombre

de contraintes irredondantes

2 2 2

Supression

s�equentielle de redondance

0,292s 17,085s 623,410s

Supression parall�ele de

redondance

0,047s 0,353s 4,567

Figure 3.7 : Application de l'algorithme d'�elimination de contraintes redondantes



Chapitre 4

Sorties dans CLP(R)

Ce chapitre est une synth�ese de [15].

On consid�ere les syst�emes de contraintes de CLP(R) et on d�ecrit les traits

essentiels de son module sortie. On met le point sur le probl�eme bien connu

de projection dans les contraintes arithm�etiques lin�eaires. On commence par

l'algorithme classique de Fourier et on l'augmente par la proc�edure d'�elimination

de contraintes redondantes g�en�er�ees par cet algorithme. Le reste du chapitre

traite des autres sortes de contraintes, �equations sur les arbres et les �equations

non lin�eaires et montre comment elles peuvent être sorties avec les contraintes

lin�eaires.

4.1 Introduction

Parmi les probl�emes dans les syst�emes de programmation logique par con-

trainte, celui de la simpli�cation de contraintes semble tr�es important. La

sortie d'un programme de programmation logique par contrainte est la collec-

tion de toutes les contraintes accumul�ees le long des pas de succ�es. Cependant

une telle collection est peu lisible car elle est tr�es large et contient beaucoup

de variables int�ermidiaires qui n'int�eressent pas l'utilisateur. Une simple for-

mulation du probl�eme est :

Etant donn�e un ensemble ~x de variables cibles et une conjonction C(~x; ~y)

de contraintes, exprimer 9~y C(~x; ~y) dans la forme la plus simple.

Exemples:

x et y d�esignent des variables cibles:

(a) les contraintes x = f(z; z) , z = g(y; w) peuvent être simpli��ees en x =

f(g(y; w); g(y; w)).
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(b) les contraintes x = z+1 , y = 2�z peuvent être simpli��ees en x = 0:5�y+1.

(c) les contraintes x < z , z � y ,z � y + 1 peuvent être simpli��ees en x < y.

(d) la contraintes x = sinz � sinz + cosz � cosz + y peuvent être simpli��ees en

x = 1 + y.

On peut classer la simpli�cation de ces contraintes en 3 cat�egories:

(I) L'�elimination de variables auxilaires (comme dans (a),(b)et (c)) ;

(II) L'�elimination de contraintes redondantes (comme dans(c)) ;

(III) Le remplacement des expressions par d'autres �equivalentes et simples

(comme d).

Le probl�eme (I) de l'expression de 9~y C(~x; ~y) comme une formule contenant

seulement ~x est connu sous la forme d'un probl�eme de projection, �elimina-

tion de variables et �elimination de quanti�cation. L'�elimination de toutes les

variables n'est pas toujours possible dans CLP(R), par exemple dans (a) ci-

dessus. Cependant on note qu'il est th�eoriquement possible d'�eliminer toutes

les variables auxiliaires d'un ensemble de contraintes arithm�etiques pures.

L'�elimination de contraintes redondantes (II) est en g�en�eral un probl�eme tr�es

di�cile, comme celui de la satis�abilit�e de contraintes. La d�ecouverte des

expressions �equivalentes (III) est aussi en g�en�eral un probl�eme tr�es di�cile.

L'approche traditionnelle pour la simpli�cation de contraintes, est d'utiliser

la notion de forme canonique calcul�ee par un algorithme e�cace. Informelle-

ment, telle forme repr�esente l'information contenant les contraintes originales

dans une mani�ere minimale par rapport aux variables cibles ~x. Pour les �equa-

tions lin�eaires, il est bien connu que la forme canonique est appel�ee forme

param�etrique o�u les �equations sont repr�esent�ees dans la forme ~x = t(~y) o�u les

~y sont distinctes des ~x et t est un tuple d'expressions lin�eaires.

4.2 Contraintes lin�eaires

Soit C un ensemble de contraintes lin�eaires.

Soit ~x = x1, x2, : : : ,xN les variables cibles dans C.

Soit ~y = y1, y2, : : : ,yM les variables auxiliaires dans C.

Dans ce paragraphe, on d�ecrit un algorithme pour la sortie de 9 ~y C(~x; ~y), o�u

C est lin�eaire, en fonction uniquement des variables cibles, traitant d'abord les

�equations et apr�es les in�equations. L'algorithme peut produire une sortie ne

contenant pas la variable cible particuli�ere x qui apparâ�t dans C, par exemple

lorsqu'on elimine y de 9 y x = y + 2, dans telle cas on rajoute la contrainte



r�eel(x) qui signi�e tout simplement que x est r�eel.

4.2.1 �equations lin�eaires

Les �equations sont maintenues sous une forme param�etrique, ~u = t(~v) o�u les

variables de ~u sont appel�ees variables objets et sont distincts des variables de

~v, appel�es, quant �a elles, param�etres. Pour chaque variable objet z on note

par r:h:s(z) l'expression lin�eaire qui contient z.

L'algorithme a la forme d'�elimination de Gauss, il est d�ecrit dans la �gure

ci-dessous, il suppose qu'il y a une priorit�e entre les variables, �(x1) > : : : >

�(xN) > �(y1) > : : : > �(yM), exprimant l'importance relative de chaque variable

dans la sortie1. L'algorithme assure que les variables de priorit�e sup�erieure

sont repr�esent�ees en fonction de variables de priorit�e inf�erieure.

Le point int�eressant pour l'e�cacit�e de l'algorithme est que le corps de la

boucle est it�er�e N fois, et N �M en g�en�eral (le nombre de variables cibles est

souvent tr�es petit par rapport aux nombres de variables dans le syst�eme).

for (i = 1; i � N ; i = i+ 1)f

if (xi is a parameter) continue:

let " denote the equation xi = r:h:s(xi) at hand :

if (r:h:s(xi) contains a variable z of lower priority than xi) f

choose the z of lowest priority:

rewrite the equation " into the form z = t :

if (z is a target variable) mark the equation " as �nal:

substitue t for z in the other linear �equations and inegalities:

g else mark the equation " as �nal:

g

return all �nal �equations

Figure 4.1 : Equations lin�eaires

4.2.2 In�egalit�es lin�eaires

Dans ce paragraphe, on traite le probl�eme d'�elimination des variables

non cibles qui �gurent dans les in�egalit�es. On utilise la m�ethode bas�ee sur

l'algorithme de Fourier. Il est bien connu que l'application direct de cet al-

gorithme est impraticable du fait qu'il g�en�ere beaucoup de contraintes redon-

dantes (voir chapitre 2). L'essai pour �eliminer toutes les redondances �a chaque

1La priorite entre les yi est arbitraire.



�etape est aussi impraticable. Les adaptations de l'algorithme de Fourier dues �a

Cernicov augmentent consid�erablement la performance. On montre comment

incorporer d'autres m�ethodes d'�elimination de redondance avec celles de Cer-

nicov pour obtenir un algorithme pratique pour l'�elimination de variables des

in�egalit�es lin�eaires.

M�ethode bas�ee sur Fourier

Soit xi une variable.

Soit c et c' deux contraintes.

Soit cj =
Pm

i=1 �j;ixi � �j une contrainte.

Soit C un ensemble de contraintes �etiquet�ees.

On dit que c est subsum�e par c' si �etiquette(c') � �etiquette(c).

On divise C en trois sous ensemble:

� C+
xi
, contraintes dans lesquelles xi a un coe�cient positif.

� C�

xi
, contraintes dans lesquelles xi a un coe�cient n�egatif.

� C0
xi
, contraintes dans lesquelles le coe�cient de xi est nul.

Soit d = 1=�k;i � ck � 1=�l;i � cl. Alors par construction xi ne �gure pas dans

la contrainte d. Si Sk est l'�etiquette de ck et Sl l'�etiquette de cl, alors d a

l'�etiquette Sk [ Sl. Soit D la collection de tous les d. Alors D [ C0 est le

r�esultat d'un pas de l'�elimination de Fourier. On �ecrit fourieri(C) = D [ C0.

Lorsque C+ et C� sont tous les deux non vides, alors D est non vide et le

pas est appel�e une �elimination de variable active. Apr�es l'�elimination de x, le

nombre de contraintes dans C augmente (possiblement diminue) par mesure

(xi ; c) = jC
+j � jC�j � jC+j � jC�j.

Soit A un ensemble de contraintes �etiquet�ees chacune par son �etiquette.

On d�e�nie F0 = A et Fi+1 = fourieri+1(Fi). Alors fFigi=0;1;::: est la s�equence

de l'ensemble des contraintes obtenus par la m�ethode de Fourier, �eliminant

dans l'ordre, y1; y2; : : :. On obtient Fn $ 9y1; y2; : : : yn A. Ainsi l'algorithme de

Fourier calcule les projections.

Exemple 16 On note par A l'ensemble de contraintes �etiquet�ees suivants:

f1g w + x+ y + z � 1

f2g w � x+ y + z � 1

f3g �w + x + y + z � 1



f4g �w � x + y + z � 1

f5g v � y � 0

f6g �v � 0

pas 1 On applique l'algorithme de Fourier pour �eliminer v on obtient:

f1g w + x+ y + z � 1

f2g w � x+ y + z � 1

f3g �w + x+ y + z � 1

f4g �w � x + y + z � 1

f5; 6g �y � 0

pas 2 Ensuite on �elimine w on obtient:

f1; 3g x+ y + z � 1

f1; 4g y + z � 1

f2; 3g y + z � 1

f2; 4g �x + y + z � 1

f5; 6g �y � 0

pas 3 On �elimine maintenant x on obtient:

f1; 2; 3; 4g y + z � 1

f1; 4g y + z � 1

f2; 3g y + z � 1

f5; 6g �y � 0

pas 4 Dans le dernier pas de Fourier on �elimine y on obtient:

f1; 2; 3; 4; 5; 6g z � 1

f1; 4; 5; 6g z � 1

f2; 3; 5; 6g z � 1

Donc dans le pas �nal de Fourier on obtient le syst�eme simpli��e:

z � 1



Cependant l'algorithme de Fourier g�en�ere beaucoup de contraintes re-

dondantes et a une complexit�e double exponentielle dans le pire des cas.

Dans [6],Cernikov propose des modi�cations qui permettent la supression de

quelques contraintes redondantes durant le pas de Fourier. La premi�ere m�eth-

ode �elimine toutes contraintes g�en�er�ees �a la nieme �etape qui a une �etiquette

de cardinalit�e sup�erieure ou �egale �a n + 2. La seconde m�ethode retient �a

chaque �etape l'ensemble S des contraintes tel que toute contrainte g�en�er�ee

�a cette �etape est subsum�ee par une contrainte dans S. Ces m�ethodes sont

correctes dans le sens suivant: Si fCigi=0;1;::: est la s�equence g�en�er�ee, alors

Ci $ 9y1; : : : yi A, pour tout i.



Exemple 17 On reprend l'exemple pr�ec�edent:

f1g w + x+ y + z � 1

f2g w � x+ y + z � 1

f3g �w + x + y + z � 1

f4g �w � x + y + z � 1

f5g v � y � 0

f6g �v � 0

pas 1 On applique l'algorithme de Fourier pour �eliminer v on obtient:

f1g w + x+ y + z � 1

f2g w � x+ y + z � 1

f3g �w + x+ y + z � 1

f4g �w � x + y + z � 1

f5; 6g �y � 0

Remarquons que le crit�ere de Cernikov ne nous permet de suprimer aucune contrainte.

pas 2 Ensuite on �elimine w on obtient:

f1; 3g x+ y + z � 1

f1; 4g y + z � 1

f2; 3g y + z � 1

f2; 4g �x + y + z � 1

f5; 6g �y � 0

Remarquons encore que le crit�ere de Cernikov ne nous permet de suprimer aucune

contrainte.

pas 3 On �elimine maintenant x on obtient:

f1; 2; 3; 4g y + z � 1

f1; 4g y + z � 1

f2; 3g y + z � 1

f5; 6g �y � 0



Une autre fois, remarquons que le crit�ere de Cernikov ne nous permet de suprimer

aucune contrainte.

pas 4 Dans le dernier pas de Fourier on �elimine y on obtient:

f1; 2; 3; 4; 5; 6g z � 1

f1; 4; 5; 6g z � 1

f2; 3; 5; 6g z � 1

Cette fois le crit�ere de Cernicov nous permet de supprimer la premi�ere contrainte (car

son cardinale est 6 qui v�eri�e bien que 6 � n+ 2, ici n est le nombre de pas qui est �egale

�a 4 ) et alors on obtient:

f1; 4; 5; 6g z � 1

f2; 3; 5; 6g z � 1

Dans ce dernier pas, le crit�ere de Cernikov ne nous permet de suprimer aucune des

deux contraintes, en plus l'algorithme de Fourier est d�ej�a t�ermin�e et le syst�eme simpli��e

est:

z � 1

Remarquons que le crit�ere de Cernikov nous a permis de supprimer la

contrainte redondante z � 1.

On peut penser que les modi�cations dûes �a Cernikov pourraient être aug-

ment�ees par la supression d'autres contraintes redondantes apr�es chaque pas

de l'algorithme de Fourier, mais le r�esultat est alors faux en g�en�eral en e�et:

Exemple 18 On reprend l'exemple pr�ec�edent:

f1g w + x+ y + z � 1

f2g w � x+ y + z � 1

f3g �w + x + y + z � 1

f4g �w � x + y + z � 1

f5g v � y � 0

f6g �v � 0



pas 1 On applique l'algorithme de Fourier pour �eliminer v on obtient:

f1g w + x+ y + z � 1

f2g w � x+ y + z � 1

f3g �w + x+ y + z � 1

f4g �w � x + y + z � 1

f5; 6g �y � 0

pas 2 Ensuite on �elimine w on obtient:

f1; 3g x+ y + z � 1

f1; 4g y + z � 1

f2; 3g y + z � 1

f2; 4g �x + y + z � 1

f5; 6g �y � 0

pas 3 Le crit�ere de Cernikov ne nous permet de suprimmer aucune contrainte. Mais

puisque la seconde et la troixi�eme contrainte sont dupliqu�ees, on peut en supprimer une,

mais on ne va pas la faire. Une fois x �elimin�e, on obtient :

f1; 2; 3; 4g y + z � 1

f1; 4g y + z � 1

f2; 3g y + z � 1

f5; 6g �y � 0

Les trois premi�eres contraintes sont identiques, on suprime la seconde et la troixi�eme

et on obtient:

f1; 2; 3; 4g y + z � 1

f5; 6g �y � 0

pas 4 Dans le pas �nal de Fourier, on �elimine y, on obtient:

f1; 2; 3; 4; 5; 6g z � 1



Le crit�ere de Cernikov nous permet de supprimer cette contrainte (car 6 � 4 + 2) et

alors on obtient un ensemble vide de contraintes. Ce r�esultat est faux car on vient de

montrer plus haut que l'on a:

9 v; w; x; y A ! (z � 1)

.

Combinaison de la m�ethode bas�ee sur Fourier avec l'�elimination des con-

traintes strictes redondantes

D�e�nition 22 On d�e�nit C ; c ssi pour toute contrainte c', C ! c0 et c0 ! c mais

c 6! c0. Si c 2 C alors c est dite strictement redondante. G�eom�etriquement la contrainte

redondante stricte c d�et�ermine un hyperplan qui n'intersecte pas le volume d�e�nie par C.

Remarque:

� Il est claire que la redondance quasi syntaxique est une sorte de redon-

dance stricte.

Dans [10], Ja�ar et Maher ont montr�e que les modi�cations de Cernikov

�a l'algorithme de Fourier rajout�ees �a l'�elimination de contraintes stictement

redondantes am�eliorent cet algorithme qui reste correct et qui est repr�esent�e

dans la �gure 4:2.

4.3 Contraintes sur les Arbres (termes)

Les contraintes propos�ees sont des �equations sur les termes.

Exemple 19 Si x et y sont des variables cibles x = f(z); y = z + 2 peut être simpli��ee

en x = f(y � 2):

Un probl�eme bien connu de la simpli�cation sur les �equations est que cette

sortie peut être exponentiellement plus grande que les termes originaux. En

e�et:

Exemple 20 Soit x1 = f(x2; x2); x2 = f(x3; x3); : : : ; xn�1 = f(xn; xn); xn = a,

o�u x1; : : : xn sont des variables cibles, dans telle cas x1 est un terme d'ordre O(2n).

La simpli�cation des contraintes sur les fonctions a besoin d'une autre ap-

proche. On rappelle qu'il n'est pas toujours possible d'�eliminer toutes les

variables non cibles apparaissant dans une �equation. En e�et, l'exemple suiv-

ant montre la di�cult�e du probl�eme.



C= initial set of inegalities(after linear substitutions);

label(c) = fcg for each c 2 C;

n = 0;

While (there exists an auxiliairy variable x in C) f

choose a variable x with minimal measure(x:C);

D = C0
x;

if(jC+
x j > 0 and jC�

x j > 0 ) f

n = n+ 1 /� count active eliminations �/

for (each pair ck 2 C
+
x ; cl 2 C

�

x )

if (label(ck) [ label(cl)) � n + 2) continue /��rst Cernikov method �

d is the contrainte obtained from ck and cj eliminating x;

label(d) = label(ck) [ label(cl);

if (d is not quasi-syntaxic redundant wrt D) f

E=quasi syntactic redundant contraints in D wrt d;

D = D [ fdg � E;

/� � second cernikov method

if (d is label-subsumed in D )

D = D � fdg;

else f

F= contraints in D label-subsumed by d;

D = D � F ;

g

� �/

g

g

C = D

g

return C

Figure 4.2 : In�egalit�es lin�eaires



Exemple 21 L'�elimination de z dans x = f(z).

Les variables cibles secondaires ont une priorit�e inf�erieure �a celles des vari-

ables cibles originales dans le sens de minimiser leurs occurences dans la sortie

voir section (4.5).

4.4 Contraintes non lin�eaires

En g�en�eral toutes les contraintes non lin�eaires doivent être a�ch�ees, in-

d�ependamment des variables cibles, en e�et:

Exemple 22 Les deux contraintes x < 0 ; y � y = �2 o�u x est la variable cible, ne

peuvent être sorties comme x < 0.

On voit que la sortie serait satis�able alors que l'entr�ee ne l'est pas. Ainsi

comme dans les �equations sur les fonctions, le probl�eme des variables cibles

secondaires se pose. Ce sont tout simplement les variables qui restent dans les

contraintes non lin�eaires et on leur donne une priorit�e inf�erieure �a celles des

variables cibles mais sup�erieure �a celles des variables suppl�ementaires dans les

�equations sur les fonctions.

Cependant il existe une observation qui peut signi�cativement r�eduire le

nombre des �equations non lin�eaires a�ch�ees et le nombre de variable cibles

suppl�ementaires: Elle suppose que la variable non cible y �gure exactement

une fois dans les contraintes, disons dans c, et p(~x) implique 9yc(~x; y) $ c0(~x),

pour une contrainte c0 et une condition p, alors c peut être remplac�ee par c0,

pourvu que le reste des contraintes impliquent que p(~x) tient. La suite de ce

paragraphe est des applications sp�eci�ques de ces observations.

� Si y �gure sous la forme y = f(~x), alors cette contrainte peut être �elimin�ee

pourvu que f soit total sur les nombres r�eels.

� Si y �gure sous la forme y = xz, alors cette contrainte peut être �elimin�ee

pourvu que x > 0 ou z entier autre que z�ero. Simulairement, on peut suprimer

x = zy pourvu que x > 0 ou z > 0 et z 6= 1 et suprimer x = yz pourvu que x > 0

et z 6= 0.

� La contrainte x = jyj peut être remplac�ee par x � 0. La contrainte x = siny

peut être remplac�ee par �1 � x � 1; x � min(y; z) peut être remplac�ee par

x � z, x � y. La contrainte x = y � z peut être �elimin�ee pourvu que z 6= 0.



4.5 Sommaire du module sortie

On pr�esente maintenant l'algorithme de sortie comme collection des dif-

f�erents sous algorithmes d�ecrits plus haut correspondant aux di��erentes sortes

de contraintes. On note que l'ordre dans lequel les sous algorithmes sont in-

voqu�es est important:

Pas 1 Processus des �equations sur les termes, dans le but d'obtenir les variables cibles

secondaires. Ce sont essentielement des variables non cibles apparaissant dans l'obligation

des variables cibles primaires. On obtient une collection d'�equations sur les termes.

Pas 2 Simpli�cation des �equations non lin�eaires et ajout de la collection simpli�e�e aux

variables cibles secondaires. Obtention d'une collection d'�equations non lin�eaires. Ce pas

peut aussi produire des �equations lin�eaires suppl�ementaires.

Pas 3 Processus des �equations lin�eaires en respectant les variables cibles primaires et sec-

ondaires, utilisant des priorit�es telle que les variables primaires sont de priorit�e sup�erieure

aux variables secondaires et les variables auxiliaires sont de priorit�e inf�erieure. Obtention

d'une collection d'�equations lin�eaires �nale contenant seulement les variables cibles.

Pas 4 Processus des in�egalit�es lin�eaires, et notons qu'elles peuvent être modi��ees comme

le r�esultat du 3eme pas au dessus, utilisant les variables cibles primaires et secondaires.

Obtention d'une collection d in�egalit�es lin�eaires contenant seulement les variables cibles.

Pas 5 Pour chaque variable cible secondaire y apparâ�ssant dans une �equation de la forme

y = t, substituer y par t partout ailleurs, et supprimer l'�equation. Pour chaque variable

cible secondaire y apparâ�ssant dans une equation non lin�eaire de la forme y = t, quand

y apparâ�t ailleurs mais non dans t, substituer y par t partout ailleurs, et supprimer

l'�equation.

Pas 6 Sortie de toutes les contraintes restantes.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre le module sortie de CLP(R) a �et�e d�ecrit. L'�el�ement es-

sentiel �etait l'extension de l'algorithme de (Fourier,Cernikov) �a l'�elimination

des contraintes redondantes strictes. Le reste du chapitre �etait consacr�e aux

�equations sur les termes, aux �equations non lin�eaires et comment elles pou-

vaient être simpli��ees avec les contraintes lin�eaires. Ce qui est en�n obtenu

est le module sortie pour CLP(R) qui s'av�ere pratique et e�cace.



Chapitre 5

Sorties dans les domaines �nis

Ce chapitre, est une extension du chapitre pr�ec�edent, son but est de

simpli�er un ensemble de contraintes donn�ees sur les domaines �nis. Par

simpli�cation, en entend r�eduire le plus possible un ensemble de contraintes en

un autre plus simple et plus lisible. Cependant, il faut bien faire la di��erence

entre simpli�cation et r�esolution qui ne signi�ent pas la même chose. Comme

dans le cas de la programmation lin�eaire, le probl�eme de simpli�cation de

contraintes sur les domaines �nis est plus complexe que sur les domaines

r�eels.

5.1 Introduction

Dans le chapitre pr�ec�edent, le module sortie de CLP(R) a �et�e d�ecrit en

d�etail. La formulation du probl�eme de simpli�cation de contraintes sur les

domaines �nis est analogue �a celle sur les domaines r�eels ou plus pr�ecisement:

Etant donn�e un ensemble ~x de variables cibles et une conjonction C(~x; ~y)

de contraintes, o�u ~x, ~y sont des variables domaines �nis1, on veut exprimer 9~y

C(~x; ~y) dans sa forme la plus simple. Exemples:

x et y d�esignent des variables cibles:

(a) les contraintes x = z + 1 , z = y + 1 peuvent être simpli��ees en x = y + 2.

(b) les contraintes x < z , z � y , z � y+2 peuvent être simpli��ees en x < y.

(c) la contrainte x = z � y, peut être simpli��ee en x est multiple de y.

Comme dans le cas des domaines r�eels, on peut classer la simpli�cation de

1~x et ~y prennent leurs valeurs dans une partie �nie de l'ensemble des entiers naturels.
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ces contraintes en 3 cat�egories:

(I) L'�elimination de variables auxilaires (comme dans (a) et (b)) ;

(II) L'�elimination de contraintes redondantes (comme dans(b)) ;

(III) Le remplacement des expressions par d'autres �equivalentes et simples

(comme dans (c)).

Le probl�eme de l'�elimination de contraintes redondantes (II) sur les do-

maines �nis semble ne pas être di�cile du fait qu'il peut être en partie trâ�t�e

par des m�ethodes analogues �a celles sur les domaines r�eels. Sans aucun doute,

l'�elimination de variables auxiliaires (I) est la partie la plus compliqu�ee pour la

simpli�cation de contraintes sur les domaines �nis, en e�et, l'exemple suivant

montre bien la di�cult�e du probl�eme:

Exemple:

Sur les domaines r�eels la formule 9 x j y = 2x peut être simpli��ee en y r�eel.

Sur les domaines �nis la formule 9 x j y = 2x peut être simpli��ee en y pair.

Donc l'�elimination de Fourier devient incorrecte.

Le probl�eme de la recherche des expressions �equivalentes est aussi en g�en�eral

un probl�eme tr�es di�cile.

5.2 Elimination de contraintes redondantes

Le probl�eme II d'�elimination de contraintes redondantes est en g�en�eral

un probl�eme tr�es di�cile, comme celui de la satis�abilit�e de contraintes. Ce

probl�eme de redondances pour le cas r�eel �etait trait�e en d�etail dans le chapitre

3.

Dans le chapitre 3 on a d�e�ni les classes de redondances sur des domaines

continues (r�eels) en d�etail dans le paragraphe 3.2.

Notre premi�ere approche est d'�etendre toutes ces classes de redondances

qui �etaient d�e�nis sur des domaines r�eels aux domaines �nis. On rappelle

cette fois que notre poly�edre P = fAx � bg, sera entier c�ad:

� toutes les variables de la matrice A seront des entiers naturels.

� toutes les variables du vecteur x seront des entiers naturels.



� toutes les variables du vecteur b seront des entiers naturels.

Les d�e�nitions seront les même que celles pour les domaines continus, sauf

que cette fois, il faut �a chaque fois rajouter les conditions ci-dessus. Par

exemple pour la redondance ind�ependante, la d�e�niton sera comme suit:

D�e�nition 23 la contrainte aix � �i (avec x un vecteur entier positif ou nul) est in-

d�ependante redondante dans le syst�eme fAx � b; x vecteur entier positif ou nul g

si son hyperplan correspondant intersecte l'enveloppe a�ne de l'ensemble poly�edre mais

l'intersection ne contient aucune facette de ce poly�edre.

Exemple 23 On reprend le poly�edre P = f�x + y � 0; x + y � 4;�x + 2y � 2; y �

3; x entier � 0; y entier � 0g, d�e�ni dans le cas continu, sauf que cette fois on a rajout�e

les deux contraintes x entier � 0 , y entier � 0.

    .

    .

    .

 

y=3

-x+y=0

 x

y

2

4

-x+2y=2

1 2 3 4

Figure 5.1 : Ind�ependante redondance

� Le poly�edre P �etant celui d�e�ni par les 8 points repr�esent�es en gras.

� l'enveloppe a�ne de P �etant le plan (car c'est le plus petit espace contenant le

poly�edre P).

� L'intersection entre l'enveloppe a�ne de P et la droite d'�equation �x + 2y = 2 est

cette droite elle même.

� Les facettes de P sont les trois segments d'extrimit�es ((0; 0); (2; 2)), ((4; 0); (2; 2)) et

((0; 0); (4; 0)) repr�esent�ees sur la �gure ci-dessus.



Donc l'hyperplan �x + 2y = 2 intersecte l'enveloppe a�ne de P et cette intersection

ne contient aucune facette de P. Par cons�equent la contrainte �x+2y � 2 est redondante

ind�epandante. De même la contrainte y � 3 est redondante ind�epandante.

Cependant le probl�eme de la d�etection de cette classe de redondance se

pose, en e�et, on a vu que pour d�etecter cette classe de redondance dans le

cas continu, il fallait r�esoudre le probl�eme de maximisation : max faix j ajx �

�j ; j 6= ig, qui indique que la contrainte ajx � �j est redondante ind�ependante

si la valeur retourn�ee par le programme lin�eaire est inf�erieure ou �egale �a �i.

Un autre probl�eme est celui de la d�etection des �egalit�es implicites, en e�et,

la contrainte aix � �i est une �egalit�e implicite si et seulement si �i est retourn�ee

comme solution optimale par le programme lin�eaire min faix j Ax � bg.

Dans le cas r�eel, ces probl�emes d'optimisation avec contraintes ne sont pas

di�cile �a r�esoudre (en utilisant par exemple la m�ethode du simplexe), ce qui

n'est pas le cas pour les domaines �nis.

Dans le chapitre 2, on a trâ�t�e en d�etail une m�ethode permettant de r�e-

soudre ces probl�emes de programmation lin�eaire en nombre entier. Le prob-

l�eme de la d�etection des �egalit�es implicites et de la redondance ind�ependante

est donc r�esolu.

On note que pour les tautologies, redondances syntaxique et redondance

quasi syntaxique, ce probl�eme de detection ne se pose pas du fait que leurs

d�etection dans la cas domaine �nis, est pareil que celle dans les domaines r�eels.

Les autres sortes de redondances: hull redondance, facette redondance,

quasi facette redondance et redondance implicite, leurs d�etection n'est pas du

tout facile, mais comme dans le cas continu, ces contraintes vont être transfor-

m�ees par la hull transformmation respectivement en: tautologie, redondance

syntaxique, redondance quasi syntaxique, �egalit�e redondante.

Cependant, le lecteur peut se demander si la proc�edure de la repr�esen-

tation param�etrique d�e�nie par la proc�edure de Gauss (dans le cas continu)

peut être �etendue au cas des domaines �nis. Or, on sait que notre poly�edre

initial P n'est pas vide. Donc la proc�edure de Gauss Jordan appliqu�ee apr�es

que toutes les �egalit�es implicites soient d�etect�ees, retournera au moins une

solution enti�ere. Au passage, on note que la proc�edure Eliminate Bound vari-

able, elle aussi ne causera pas de probl�eme.

Algorithme

L' algorithme sera le même que celui d�e�ni sur le cas domaine continu qui

est bas�e sur la hull transformation pour la suppression des contraintes redon-



dantes. Il utilise 3 proc�edures pr�ed�e�nies:

� La premi�ere est une boite noire pour la r�esolution de probl�emes de pro-

grammation lin�eaire appel�ee min ou max qui accepte une fonction objective

avec un ensemble de contraintes et qui retourne une valeure optimale (elle

ne peut pas retourner �1 car les domaines sont �nis, le poly�edre est born�e).

Cette proc�edure est celle qui est d�e�ni dans le chapitre 2 et plus pr�ecisement

dans le rappel.

� La deuxi�eme est appel�e Gauss-Jordan qui prend un ensemble d'�egalit�es

comme param�etre et les retourne en forme de lignes �echelonn�ees apr�es l'�elimination

de Gauss-Jordan.

� La troixi�eme appel�ee Eliminate Bound variables est auto explicative.

(c'est une substitution)

On suppose que les tautologies ont �et�e suprim�ees apr�es que toutes les

variables li�ees aient �et�e �elimin�ees. Les redondances syntaxiques et quasi-

syntaxiques sont �elimin�ees dans la proc�edure Remove Syntactic Redundancy.

Pour chaque contrainte aix � �i dans P, on associe une variable bool�eene ap-

pel�ee redundanti qui est utilis�ee pour indiquer si la contrainte est redondante.

Remarque 1

On rappelle que notre but n'est pas de r�esoudre un syst�eme de contraintes

sur les domaines �nis, mais plutôt de simpli�er le plus possible ce syst�eme en

un autre plus simple et plus lisible.

Dans [2], Bockmayr a propos�e une m�ethode pour r�esoudre des syst�emes de

contraintes lin�eaires pour les pseudo bool�eens2, en utilisant des approximations

pour l'enveloppe convexe de l'ensemble des solutions enti�eres, par des plans de

coupes. L'une de nos approches est d'�etendre ces techniques pour un syst�eme

de contraintes lin�eaires sur les domaines �nis en e�et:

En remarquant qu'�a toute variable x ne pouvant prendre que k + 1 valeurs

enti�eres 0; 1; 2; : : : ; k on peut substituer une combinaison lin�eaire:

x = y0 + 2y1 + 4y2 + : : :+ 2pyp

de p + 1 variable: y0; : : : ; yp, chacune d'elles �etant astreinte �a ne prendre que

deux valeurs 0 ou 1 (variables bivalentes) (p est le plus petit entier tel que

k � 2p+1 � 1).

On peut de la sorte toujours se ramener au cas o�u le syst�eme lin�eaire sur

les variables domaines �nis est un syst�eme lin�eaire sur les variables bivalentes.

2Toute variable, est astreinte �a ne prendre que deux valeurs 0 ou 1 (variables bivalentes)



(N.B. : la transformation pr�ec�edente, qui est toujours possible, n'est pas

n�ecessairement toujours avantageuse en pratique.)

Remarque 2

Dans le chapitre 3 et plus pr�ecisement dans la section 3:2:6, on a vu que la

contrainte �x + y � 15 �etait une contrainte quasi-facette redondante, mais la

contrainte �x + 2y � 16 ne l'�etait pas. Pour le cas des domaines �nis, on voit

bien (voir �gure 5:2) que cette contrainte est devenue redondante. Donc dans

le cas des domaines �nis, on peut d�e�nir de nouveaux types de redondance.

Malheureusement, la d�etection de ces classes de redondances n'est pas facile.

Donc, on a pr�ef�er�e se limiter aux seuls types de redondances d�ej�a d�e�nis dans

le cas du domaine r�eel et �etendre l'algorithme donn�e pour le cas du domaine

r�eel au cas du domaine �ni.

Exemple 24 Soit P = fx+ y � 5;�x� y � �5;�x + 2y � 16;�x + y � 15g.

(voir �gure 5:2)

5.3 Contraintes lin�eaires

Soit C un ensemble de contraintes lin�eaires.

Soit ~x = x1, x2, : : : ,xN les variables cibles dans C.

Soit ~y = y1, y2, : : : ,yM les variables auxiliaires dans C.

Comme dans le cas des domaines continus, l'approche traditionnelle pour la

simpli�cation de contraintes, est d'utiliser la notion de forme canonique �equipp�e

par un algorithme e�cace pour son calcul. Pour les �equations lin�eaires, il

est bien connu que la forme canonique est appel�ee forme param�etrique o�u les

�equations sont repr�esent�ees dans la forme ~x = t(~y) o�u les ~y sont distinctes des

~x et t est un tuple d'expressions lin�eaires.

Dans ce paragraphe, on d�ecrit un algorithme pour la sortie de 9 ~y C(~x; ~y), o�u

C est lin�eaire, en fonction uniquement de variables cibles, traitant d'abord les

�equations et apr�es les in�equations. L'algorithme doit cette fois produire une

sortie contenant la variable cible particuli�ere x qui apparâ�t dans C, par exem-

ple si on �elimine y de 9 y j x = 2y (sinon l'information x est pair sera perdu).

Donc contrairement au cas des domaines continus, l'algorithme ne va modi-

�er que les contraintes de la forme ~x = t0(~y) o�u t' est un tuple d'expressions

lin�eaires form�e de coe�cients �egale �a 1 ou �a -1 i.e: toute variable xi est de la

forme: xi =
P

i �iyi o�u �i 2 f1;�1g.
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Figure 5.2 : Exemple de redondance dans les domaines �nis



5.3.1 �equations lin�eaires

Les �equations sont toujours maintenues sous une forme param�etrique, ~u =

t(~v) o�u les variables de ~u sont appel�ees variables objets et sont distincts des

variables de ~v, appel�es, quant �a elles, param�etres. Pour chaque variable objet

z on note par r:h:s(z) l'expression lin�eaire qui contient z.

L'algorithme a la même forme que celui sur les domaines continus, sauf

que cette fois, il ne va modi�er que les sortes d'�equations d�ecrit ci-dessus.

L'algorithme a la forme d'�elimination de Gauss, il est d�ecrit dans la �gure 5:3,

il suppose qu'il y a une priorit�e entre les variables, �(x1) > : : : > �(xN ) > �(y1) >

: : : > �(yM), exprimant l'importance relative de chaque variable dans la sortie.

L'algorithme assure que les variables de priorit�e sup�erieure sont repr�esent�ees

en fonction de variables de priorit�e inf�erieure. Les autres sortes d'�egalit�es

lin�eaires seront simpli��ees avec d'autres contraintes.

for (i = 1; i � N ; i = i+ 1)f

if (xi is a parameter) continue;

let " denote the equation xi = r:h:s(xi) at hand ;

if (r:h:s(xi) contains a variable z of lower priority than xi) f

choose the z of lowest priority;

rewrite the equation " into the form z = t;

if (z is a target variable) mark the equation " as �nal;

if (t is a linear combinatory not integer)

f write z = t into the form xi = r:h:s(xi);

mark the equation " as �nal;

g

substitue t for z in the other linear �equations and inegalities;

g else mark the equation " as �nal;

g

return all �nal �equations

Figure 5.3 : Equations lin�eaires

Remarque:

On peut penser �a rendre la contrainte x = 2y sous la forme x = y+y, qui de-

vient du type des contraintes ci-dessus et ensuite appliquer l'algorithme d�ecrit

ci-dessus, malheureusement ces contraintes doivent être maintenues sous une

forme param�etrique.



5.3.2 In�egalit�es lin�eaires

Dans ce paragraphe, on adopte les mêmes d�emarches que celles pour les

domaines continus ie: algorithme de Fourier + Cernikov + �elimination de

contrainte redondante stricte. Du fait que notre but est de simpli�er un sys-

t�eme d'in�egalit�es lin�eaires et non pas le r�esoudre, on peut �etendre l'algorithme

donn�e dans le cas continu au cas du domaine �ni. Pour plus de pr�ecisions,

voyons l'exemple suivant:

Exemple 25 On veut simpli�er la formule 9 y j x+ y � 1 et x� y � 2

En appliquant l'algorithme de Fourier (en sommant les deux in�egalit�es), on obtient la

formule �equivalente x � 3=2.

G�eom�etriquement, la contrainte x � 3=2 n'est autre que la projection du poly�edre

P = fx + y � 1; x� y � 2g sur l'axe des abscisses. (voir �gure 5:2)
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Figure 5.4 : Simpli�cation d'in�egalit�es lin�eaires

Dans le cas du domaine �ni, la projection du poly�edre entier P 0 = fx+ y �

1;�x� y � 2; x entier � 0; y entier � 0g sur l'axe des abscisses est la contrainte

x � 1. (voir �gure 5:4)

Donc la simpli�cation des in�egalit�es lin�eaires sur les domaines �nis est

la même que celle sur les domaines �nis, sauf que lorsqu'on rencontre une



in�egalit�e de la forme x � 3=2 on la remplace par x � E(3=2), o�u E(x) d�esigne la

partie enti�ere de x.

Remarque

Le processus de la simpli�cation des contraintes sur les termes est analogue

�a celui sur les domaines continus. On note que les fonctions sont d�e�nis sur des

entiers naturels et prennent leurs valeurs dans l'ensemble des entiers naturels.

5.4 Contraintes non lin�eaires

Dans la section 5.3, on �etait confront�e au probl�eme de la simpli�cation de

la contrainte 9y j x = 2y. On a pr�ef�er�e garder cette contrainte telle qu'elle est,

c'est �a dire que ces sortes de contraintes ne vont pas être simpli��ees avec les

contraintes lin�eaires. Elles vont plutôt être simpli��ees avec les contraintes de

la forme y � z, qui sont des contraintes non lin�eaires.

� La contrainte x = y � z , peut être remplac�ee par x est multiple de z.

� La contrainte x = jyj peut être supprim�ee, dans la sortie �nal, on ajoutera

entier (x) qui signi�e tout simplement que x est un entier naturel.

� La contrainte x � min(y; z) peut être remplac�ee par x � z, x � y.

� La contrainte x = y2, peut être remplac�ee par x est un car�ee parfait.

� La contrainte x = 2y, peut être remplac�ee par x est paire.

� La contrainte x = 2y + 1, peut être remplac�ee par x est impaire.

5.5 Sommaire du module sortie

On pr�esente maintenant l'algorithme de sortie comme collection des dif-

f�erents sous algorithmes d�ecrits plus haut correspondant aux di��erentes sortes

de contraintes. On note que l'algorithme a la même forme que celui sur les

domaines continus.

Pa 1 Processus des �equations sur les termes, dans le but d'obtenir les variables cibles sec-

ondaires. Ce sont essentielement des variables non cibles apparaissant dans l'obligation

des variables cibles primaires. On obtient une collection d'�equations sur les termes.

Pa 2 Simpli�cation des �equations non lin�eaires et ajout de la collection simpli�e�e aux

variables cibles secondaires. Obtention d'une collection d'�equations non lin�eaires. Ce pas

peut aussi produire des �equations lin�eaires suppl�ementaires.



Pa 3 Processus des �equations lin�eaires en respectant les variables cibles primaires et sec-

ondaires, utilisant des priorit�es telle que les variables primaires sont de priorit�e sup�erieure

aux variables secondaires et les variables auxiliaires sont de priorit�e inf�erieure. Obtention

d'une collection d'�equations lin�eaires �nale contenant seulement les variables cibles.

Pa 4 Processus des in�egalit�es lin�eaires, et notons qu'elles peuvent être modi��ees comme

le r�esultat du 3eme pas au dessus, utilisant les variables cibles primaires et secondaires.

Obtention d'une collection d in�egalit�es lin�eaires contenant seulement les variables cibles.

Pa 5 Pour chaque variable cible secondaire y apparâ�ssant dans une �equation de la forme

y = t, substituer y par t partout ailleurs, et supprimer l'�equation. Pour chaque variable

cible secondaire y apparâ�ssant dans une equation non lin�eaire de la forme y = t, quand

y apparâ�t ailleurs mais non dans t, substituer y par t partout ailleurs, et supprimer

l'�equation.

Pa 6 Sortie de toutes les contraintes restantes.



Chapitre 6

Conclusion

Durant ce stage, d'une dur�ee de quatre mois, j'ai �et�e amen�e �a �etudier les

solutions propos�ees pour la simpli�cation de contraintes sur les domaines con-

tinus et �a proposer des m�ethodes pour r�esoudre le probl�eme de simpli�cation

de contraintes sur les domaines �nis.

Ce travail a commenc�e par une synth�ese des travaux sur la sortie (simpli-

�cation, pr�esentation) de contraintes sur les domaines continus.

On a rappel�e les grandes classes de contraintes redondantes et les m�eth-

odes d'�elimination de variables auxiliaires ainsi que des techniques pour les

identi�er. Cette synth�ese s'ach�eve par l'algorithme utilis�e dans CLP(R) pour

l'a�chage des r�eponses.

Concernant les domaines �nis, les techniques propos�ees pour le continu

constituent un d�ebut de r�eponse. En e�et, une contrainte redondante sur

le poly�edre continu l'est �egalement sur le poly�edre entier. Seul le probl�eme

de la d�etection de certaines contraintes redondantes se pose, pour cela, on a

propos�e une m�ethode pour r�esoudre ce probl�eme qui se ram�ene �a un prob-

l�eme d'optimisation sur les domaines �nis. La di�cult�e majeure est pour

l'�elimination des variables auxiliaires pour lequel la m�ethode de Fourier ne

peut être utilis�ee. On a propos�e des modi�cations pour adapter l'�elimination

de Fourier aux domaines �nis.

Ces travaux devraient permettre l'implantation d'un module de pr�esenta-

tion (simpli�cation et a�chage) de contraintes sur les domaines �nis dans le

cadre du projet ESPRIT DiSCiPl.
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